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Introducao

O contexto cultural exerceu uma influéncia decisiva no desenvolvimento da Matematica.
Os problemas vividos nos campos de batalha, mormente os relacionados com o tiro de
armas, motivaram o desenvolvimento da Matematica e da Estatistica. Em termos
didaticos, tal facto motivou uma nova geracdao de manuais resultantes de uma reflexao
assente na pratica dos conflitos e dos problemas com eles relacionados. Findas as
hostilidades, o regresso a normalidade permitiu reunir, organizar, revelar e divulgar o
novo conhecimento, entretanto, surgido. Essa reflexdao e compilacdo deram origem a
novos manuais trazendo a luz novos conhecimentos, novos métodos de exposicao, ja
completamente libertos da influéncia dos Elementos de Euclides, apenas se mantendo a
preocupacao pelo rigor, a clareza de exposicao, o encadeamento légico e o aspeto
didatico.

Apoés a I Guerra Mundial, as principais obras ndo surgem ja assinadas pelos
“Matematicos ditos influentes” (estes aparecem apenas como prefaciadores, orientadores
e organizadores), mas por militares que estiveram na guerra e viveram de perto as
situagdes ou por académicos que estiveram em contacto com eles. Por essa razao, os
exemplos dados nao sao meramente didaticos, embora essa preocupagao esteja sempre
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presente como se pode constatar nas obras La probabilité dans les Tirs de Guerre (1919),
de Jean Aubert, de 1919, com prefacio de M. M. d'Ocane, professor da Escola Politécnica,
Applications au Tir (1926), de J. Haag, integrando o tomo IV denominado Applications
Diverses et Conclusion, da obra de Emile Borel, Traité du Calcul, dés Probabilités et de
ses Applications, em que colaboraram igualmente matematicos como L. Blaringhen, C.
V.L. Charlier; L Deltheil, P. Dubreil, M Fréchet, H. Galbrun, F. Perrin e P. Traynard.

Probabilité du Tir - capitao S. Burileano

Figura 1 - Probabilité du Tir - S. Burilano.

O objetivo desta obra, segundo é dito no seu prefacio, é de colocar nas maos dos oficiais
de todas as armas um livro contendo o desenvolvimento completo das aplicagoes da
teoria geral das probabilidades ao estudo experimental e a pratica do tiro da espingarda
e do canhdo e, ao mesmo tempo, apresentar aos especialistas e ao grande publico os
principios da dita teoria de uma forma acessivel.

A obra comecga com uma introducao que inclui a recapitulacao das principais nogoes de
matematicas que figuram nos capitulos relativos a teoria das probabilidades,
designadamente, em demonstragoes: formulas das permutacdes e do binomio, operagoes
com logaritmos, maximos e minimos, mudanca de eixos, equagdes do circulo e da elipse,
pontos de inflexao, célculo diferencial e integral (diferencial, integral definido, integral
indefinido, integragao por partes, mudanca de variavel) e mecanica (definicao de média
como centro de gravidade das observacgoes), terminando com uma listadas abreviaturas
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utilizadas.

O primeiro e segundo capitulos contém os principios elementares da teoria das
probabilidades, terminando ambos com resumos, com o objetivo, no que concerne ao
grande publico, de adquirir sem nenhuma dificuldade as noc¢des de calculo das
probabilidades, permitindo aos oficiais passar rapidamente da teoria propriamente dita
para o capitulo das aplicagoes.

No capitulo primeiro sao abordados os temas: definicao matematica da probabilidade;
probabilidade total; probabilidade composta (definida como a probabilidade que resulta
da associacao de varios outros eventos, o que hoje se denomina probabilidade
condicionada); probabilidade das causas (entendendo-se como causa o conjunto de
circunstancias que assistem a producdao de um evento de uma probabilidade
determinada); probabilidade das provas repetidas; féormula de Bernoulli, erro relativo,
erro absoluto, erro provavel e suas aplicagoes.

O capitulo segundo comega com uma introducao a lei de Gauss, a partir da curva de
dispersao de um tiro de canhdo, sendo deduzida a sua féormula, descritas as suas
caracteristicas, apresentada uma tdbua numérica de valores, passando-se de seguida a
composigao dos erros, modulo de precisdo, formula de Fourier, dispersdo em altura, caso
de duas grandezas, elipses de igual probabilidade, elipse provavel, determinacao da
posicdo das elipses, acontecimentos independentes, acontecimento provavel sobre um
eixo qualquer, passando posteriormente a descricao dos diversos tipos de tiro e suas
implicagdes no calculo de trajetorias, terminando com uma série de consideragoes sobre
a justeza e precisao.

No capitulo terceiro é apresentado um estudo experimental dos tiros de artilharia e de
infantaria, aplicado a pratica do tiro de diferentes armas: canhao, fusil e obus, sendo
enunciados problemas praticos, sequidos da respetiva resolucao.

Applications au Tir - J. Haag

O objetivo desta obra é de expor, de forma sucinta e o mais completa possivel, os
resultados conhecidos a data sobre a probabilidade do tiro, acrescidos dos trabalhos
pessoais escritos durante a guerra e que a redacao do livro obrigou o autor a terminar.

A obra comeca com uma introdugdo a nogao de dispersao aplicada a probabilidade do tiro
no capitulo primeiro, sendo tecidas algumas consideracdes sobre o ponto médio como
sinonimo de centro de dispersdo, a posicao provavel do ponto de impacto ou de
explosdo_; erro médio, erro médio quadratico e erro provével.
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Figura 2 - Applications au Tir - J. Haag.

No segundo capitulo afirma que, como a teoria dos erros conduziu a Lei de Gauss_, é
natural procurar encontrar uma solugao analoga para o problema da dispersao. Este
capitulo representa uma tentativa de edificagao dessa teoria. O primeiro método proposto
consiste numa reflexao das razoes que levaram Gauss a estabelecer as Leis dos Erros,
analisando essas causas e procurando estudar a teoria da dispersdo e, a partir delas.,
chegar ao estabelecimento de uma teoria matemaética da dispersao.

No terceiro capitulo apresenta um estudo das propriedades da dispersao admitindo a Lei
de Gauss. Comeca inicialmente por obter as formulas do erro médio e do erro médio
quadratico, para uma dispersao linear partindo da distribuigdo Gaussina. Aplica esta lei
ao estudo do tiro que explode por percussao, ou seja, o tiro ao alvo, cuja dispersao se
efetua ao longo de uma elipse, analise probabilistica essa que abrange diversas
vertentes: banda retilinea indefinida_, a projecdo numa direcdo qualquer., o caso do
paralelogramo cujos lados sdo dire¢des conjugadas., sector eliptico, angulo ao centro,
probabilidade num angulo qualquer. Conclui que a citada Lei se aplica ao caso particular
em que as elipses de probabilidade sao circulos, apelidando-a de Lei de Gauss Isotropica.
De seguida, analisa o caso do tiro que se espalha lentamente, afirmando que os pontos de
igual probabilidade sobre os elipsdides homotéticos do elipsdide unitario, e que apelida
de elipsoides de probabilidade, afirmando, baseado em céalculos anteriores, que a
probabilidade de o tiro se produzir no interior de um desses elipséides é maior do que se
produzir em todo o volume equivalente. Por fim, estuda o caso do prisma e do
paralelepipedo, terminando o capitulo com o estudo do caso da probabilidade da projecao
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de uma direcao sobre um plano, concluindo que “a probabilidade das projecc¢ées dos tiros
sobre uma direc¢do qualquer, paralelamente a um plano qualquer obedece a Lei de
Gauss, com um erro unitdrio igual a média do segmento projectado sobre o eixo de
projecg¢do para os planos projectantes tangentes a elipsdide unitdria, chegando
igualmente a conclusao de que a projec¢do cilindrica das explosées sobre um plano
qualquer obedece a essa Lei com uma elipse unitdria originada pela sombra projectada,
quando supomos os raios luminosos paralelos a direcg¢do dos projectantes”.

O capitulo quarto trata dos tiros balisticos e das tabelas de tiro_. O autor comega por
estudar o efeito do alcance, afirmando que o tiro balistico comporta n tiros de canhao,
efetuados nas condigdes mais uniformes possiveis, adotando como condigdes tedricas
certas condicOes médias, adotando o principio do tiro de canhao ficticio efetuado nessas
condigoes. Introduz nesse conceito a nocao de desvio_ em relagao a média_, afirma que 0s
erros sao independentes, convergem assimptoticamente para a Lei de Gauss., tem um
limite_, uma constatacido que esta na base do que actualmente se denomina de Teorema
do Limite Central, se bem que estatisticos influentes continuem a fazer questdo de o
apelidar simplesmente de Teorema do Limite. Introduz diversas nogoes, como, por
exemplo, erro provavel, erro médio e erro quadratico médio, incluindo nessas formulas o
fator de correcao n-1, uma novidade em relacdo as outras obras anteriormente
analisadas, o que, segundo o autor, as torna mais exatas, concluindo que o método do
erro quadratico médio é ligeiramente superior ao erro médio._. A lei de probabilidade do
erro unitario aplicada ao método da mediana, considerado mais rapido, embora sendo
menos eficaz do que os anteriores_ e onde ja surge igualmente a expressio assimptdtica
a lei de Gauss. Efetua uma abordagem ao método das diferencas sucessivas, da autoria
do capitdao Bréger, aconselhavel quando existe alguma perturbacao, atmosférica ou outra,
aumentando a zona de dispersao, modificando a vertente tedrica, ndo obedecendo a Lei
de Gauss. As regras anteriormente descritas para calculo do erro unitario caem também.
Bréger propde entdao que se recorra as diferengas entre dois tiros consecutivos, porque,
neste caso, o enunciado descrito anteriormente varia muito pouco, uma vez que as
diferencas sucessivas obedecem a Lei Normal e essa diferenca é sempre constituida por
grandezas independentes. A construcao de tabelas de erros provaveis, os erros em
direcdo, as elipses de probabilidade e os erros no plano de tiro sao outros dos topicos
abordados.

O capitulo quinto é dedicado ao tiro ao alvo, aquilo que foi dito em relagao ao tiro que
explode por percussdo continua valido para esta modalidade, haverd que considerar
agora um plano vertical em vez de um plano horizontal. Em particular tudo o que foi dito
para a determinacao do ponto médio pode ser aplicado.

Afirma que o método mais preciso seria medir as coordenadas dos pontos de impacto em
relacao a dois eixos retangulares quaisquer que eles sejam e calcular a sua média
aritmética. Se o nimero de pontos for numeroso, tal operagao tornar-se-a& um pouco
fastidiosa e teremos entdo de nos contentar com o método das medianas, ja
anteriormente descrito. Um outro método mais expedito, segundo o autor, consiste em
substituir cada mediana por uma direcao equidistante dos pontos de impacto mais
afastados. O ponto tomado como médio serd entdao o centro do retangulo minimo
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contendo todos esses pontos e tendo os seus lados paralelos as duas diregoes
retangulares dadas. O erro a recear sera desta vez maior do que um ou outro dos
métodos anteriores.

E definido o conceito de justeza no tiro, como sendo a distancia do ponto médio ao ponto
visado. Quanto mais pequena for essa distancia maior sera a justeza. Em lugar do ponto
médio real, toma-se como ponto de referéncia um ponto médio ficticio, cometendo-se
entao um certo erro de onde é facil encontrar a lei de probabilidade. Toma por origem o
ponto visado e coloca-o no centro da circunferéncia, de onde se assimilam os erros aos
diferenciais. Admite que a lei da dispersdo segue a lei de Gauss Isotropica, descrita no
capitulo terceiro (quando as elipses sao circulos).

No caso do tiro ao alvo, a zona de dispersao surge um pouco mais circular. Afirma que a
experiéncia mostra que as elipses de probabilidade sao geralmente circulos e aplica os
métodos anteriormente descritos (mediana, média e média quadratica) ao tiro ao alvo,
concluindo que a dispersdo que lhe esta associada segue a Lei de Gauss Isotrdpica e, por
essa via, determina o erro que lhes estd associado, passando a descricao da Lei de
probabilidade de razdo unitdria associada ao método do circulo mediano, e afirma que
esta ¢ assimptdtica a Lei de Gauss, determina o seu erro e conclui que o método do
circulo mediano é muito menos bom do que o método da média quadratica. Descreve o
método do circulo total, um caso particular do antecedente, definindo a variavel x como o
raio mais pequeno contendo todos os pontos de impacto. Termina com uma avaliagao da
precisao do tiro, supondo a elipse um circulo.

O capitulo sexto é dedicado a regulagao do tiro, definido como a procura experimental
dos elementos para os quais o ponto médio ficticio coincide com um ponto médio dado a
partida, apelidado de alvo ou objetivo. E fornecida uma regra muito simples para medir
os erros: efetua-se um conjunto de tiros, partindo de uma determinada posicao, e
avaliam-se os erros algébricos (positivos ou negativos) em relacao a um determinado
ponto definido como objetivo. E feita uma introducéo a teoria elementar da aproximacao,
descrevendo o método em uso pela artilharia francesa que comeca com dois tiros de
ensaio por duas pecas diferentes_, sendo efetuadas de seguida corregdes a esse tiro e
estabelecendo uma ponte com a teoria matematica rigorosa, fazendo uso da féormula de
Bayes e da Lei de Gauss. E descrito o modo de regular um conjunto de baterias (quatro,
segundo o exemplo), fazendo a média das médias do desempenho de cada uma das
baterias, o que constitui uma aplicagdo do teorema do limite. O capitulo termina com
uma descricao do modo de regular o tiro em funcao de uma ou duas diregOes de
referéncia (conjugadas ou nao) e do modo de como efetuar essa correcgao.

O capitulo sétimo é dedicado a eficacia e ao rendimento do tiro aplicando a Lei de
Poisson, e introduzindo férmulas para avaliar esse rendimento, constituindo o capitulo
oitavo uma aplicacdo do que foi dito no capitulo quinto ao tiro de caga.

O capitulo oitavo ¢ dedicado a problematica relacionada com o tiro de caca, terminando a
obra com uma série de notas, o que hoje poderiamos apelidar de anexos.
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La probabilité dans les Tirs de Guerre de Jean Aubert
com prefacio de M.M d’Ocane

No prefécio é salientado que a originalidade desta obra reside no facto de nao ter sido
elaborada no siléncio do gabinete, mas tera comecado no fogo de agao por um jovem
oficial de artilharia praticante, durante quatro anos e meio.

O descanso forcado devido a um ferimento grave permitiu-lhe organizar as suas ideias. O
periodo de repouso entre a cessacao das hostilidades e a sua reentrada na Escola
Politécnica, concedido aos alunos regressados da frente, forneceu-lhe a ocasidao para
redigir o manual, apresentado sob a forma de pequeno livro.

Em relacao aos problemas que estudou de uma forma isolada, fragmentada, Jean Aubert
resolve organiza-los sob a forma de um principio unificador, dai resultando um
encadeamento logico, tendo em vista despertar o interesse pelo estudo das questoes
colocadas, procurando, ao mesmo tempo, libertar-se de duas convengoes; a primeira, de
que os tiros compreendem um nimero infinito de ocorréncias; e a segunda, admitir para
cada um deles a existéncia de um ponto médio fixo e invaridvel, embora para efeitos
estritamente didaticos, seguindo o caminho do mais simples para o mais complicado,
supunha provisoriamente a existéncia de um ponto médio invaridvel. Estuda em
particular os diversos métodos do tiro, a questdao da precisao das determinacoes do erro
provavel de um canhdo e os diversos problemas relacionados com o tiro resultante da
simultaneidade das diversas pegas.

=
e 1

Figura 3 - La probabilité dans les Tirs de Guerre - J. Aubert.

No capitulo primeiro comeca por abordar a nogdo de grandeza eventual (apresentada
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para evitar confusdes como sinénimo de experiéncia), que surge da nogao de erro, erro
esse que comporta uma medida dependente em parte do acaso, considerando este em si
mesmo um valor numérico de medida, aproveitando a introducao do conceito para
estabelecer logo uma relagdao com o tiro e sua curva de dispersao, curva de Gauss,
abeirando-se do que hoje se designa por teorema do limite central. Assim, ao falar das
grandezas eventuais independentes de média zero, afirma “heureusement, comme nous
le verrons plus loin sur un exemple, la somme de grandeurs éventuelles, méme trés
dissymetriques, est represéntée, par une courbe qui se rapproche trés rapidement dune
courbe de Gauss, a mesure que le nombre des components augmente”.

O segundo capitulo é dedicado ao tiro em condicOes atmosféricas invariaveis, ou seja, a
temperatura e a pressao atmosférica sao consideradas constantes. O vento ndo é
considerado nulo, mas somente invariavel. Estas hipoteses multiplas ndo suprimem as
causas habituais da dispersao: velocidade inicial variavel de um lado ao outro. Os obuses
diferem uns dos outros pelo peso, a posicao do centro de gravidade, a forma e o grau de
polimento da superficie exterior. Comeca por tratar o tema da dispersdao em volta de um
ponto médio real e aparente; procurando avaliar ao grau de eficacia do tiro num alvo,
passa ao calculo do coeficiente de eficacia relativa e a curva de frequéncia, e utiliza
diversos métodos como o do ponto médio. Procura, de seguida, avaliar o erro provavel de
um canhao, descrevendo diversos métodos como o do ponto médio aparente, o dos erros
entre tiros consecutivos, terminando com uma abordagem do tiro utilizando diversas
pecas.

No terceiro capitulo é abordado o tema do tiro em condigoes atmosféricas desfavoraveis,
analisando-se os efeitos das variagoes de temperatura, do vento, da pressao atmosférica,
procurando-se medir o grau de imprecisao (erro provavel), quer no caso de uma pega
quer no caso de varias pegas.

No quarto e ultimo capitulo é analisada a influéncia de novos fatores sobre o problema do
tiro, como sejam: o fator tempo; a precisao de observagao; a forma do terreno; as
dimensdes do objetivo; defeitos do canhao e das munigoes, relacionando estes fatores
com a Lei de Gauss; passando, de seguida, a tratar da probabilidade resultante da
combinacao das diversas causas. Inspirando-se no teorema de Bayes analisa as causas a
priori e a posteriori, terminando com a andlise de questdes diversas, como a maneira de
arredondar a medida de um angulo, tiro sem observacao, tabelas de tiro e fatores morais.
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8]

Define ponto médio ficticio como sendo a posigao limite, aquela que tendera a ser o
centro das distancias médias ou o ponto médio real dos impactos ou explosdes de N
projéteis se N aumentar indefinidamente sem que sejam modificadas as condi¢des do
tiro. Se nao houver perigo de confundir ponto médio ficticio com ponto médio real,
aconselha a designar simplesmente por ponto médio.

2]

A Lei de Gauss era, naquela época, adotada pela quase totalidade dos artilheiros,
apesar de algumas criticas.

3]

Na execucao do tiro sao cometidos pequenos erros e sao eles que produzem a
dispersao: erros da velocidade inicial e do coeficiente balistico, relacionados com o
fabrico do material (mudanca da pdlvora, peso do projétil, reparticdo da massa, etc.),
erros do angulo de projecao e do desvio (da rota), provenientes da imprecisdao das
leituras dos niveis ou do suporte, ou do angulo do levantamento, erro da duragdo do
projeto, originado pela deslocagao do ar ou pela intensidade da nuvem de polvora.

4]

Conclui que a probabilidade associada a um ponto que caia entre duas diregoes
paralelas obedece as leis da independéncia das probabilidades.

151

Conclui que a probabilidade associada ao ponto de impacto, nas condi¢oes acima
definidas, obedece a lei de Gauss.

Paralelogramo cujos lados sao paralelos aos diametros conjugados Ox e Oy.

7

Tiro balistico é um tiro efetuado num poligono, em vista de recolher os dados
experimentais necessarios a coinfeccao das tabelas de tiro. Os dados sdo o alcance, a
derivacao e os erros provaveis.

(3]

Cada tiro balistico é na realidade efetuado nas condigoes que diferem ligeiramente
das condicgoes tedricas descritas acima.
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]

O autor discute a hipotese, sugerida por alguns colegas, da introdugao da mediana
em vez da média, uma vez que esta se deixa influenciar menos pelos pontos extremos
(tiros anormais); opta antes pela eliminacao dos tiros anormais e pela utilizagao da
média, por esta ser mais robusta. No entanto, se os dados estiverem muito concentrados
sugere a mediana, por ser melhor do que a média e de célculo mais rapido.

[10]

Afirma igualmente, inspirado no teorema de Bayes, que a probabilidade a priori é
uniforme.

(1]

A ideia do limite teve a ver inicialmente com o estudo dos tiros anormais, seriam
declarados se ultrapassassem um determinado limite.

z]

Tal nao poderia ser de outra forma, uma vez que desvio padrdao é maior do que o
desvio médio, tendo como base a féormula geral das médias, a média quadratica é
superior a média aritmética.

(13]

Este método pode ser melhorado recorrendo a derivada e a minimizacao.

[14]

O tiro de ensaio € definido nesta situagdo como a média aritmética dos valores
obtidos com das duas pecas.
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